Fonctions circulaires

I) Dérivabilité

Propriété :
Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R et on a :
Pour tout x de R : cos’(z) = —sin(x) et sin’(z) = cos(z).

Définition :
Une fonction f est dite T-périodique lorsque : f(x +T) = f(x).

Remarque :
Les fonctions cosinus et sinus sont 27-périodiques. En effet : cos(x +
27) = cos(x) et sin(z + 27) = sin(x).

Propriété :

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I de R, et on note v’
sa dérivée. On a :

Pour tout = de T : (cos(u))’ = —u’sin(u) et (sin(u))’ = v’ cos(u).

Exemple : Dérivez les fonctions suivantes :
(1). f(x) = cos(z?)

(2). g(x) = cos(2x) sin(2z)

Solution :

(1). On pose : u(z) = 2% = u/(z) = 2z

Formule : (cos(u)) = —u'sin(u)

Conclusion :
On a pour tout = de R : f'(z) = —2zsin(2?)

(2)-

On pose : u(z) = cos(2z) = v'(x) = —2sin(2z) et

v(z) = sin(2z) = v'(x) = 2 cos(2x)



Formule : (uv) = u'v 4 ud’

Pour tout z de R :

g (x) = —2sin(2x) sin(2z) + 2 cos(2z) cos(2x)
& ¢'(z) = 2(cos(2z))? — 2(sin(22))?

2
& ¢'(z) = 2(cos(2z) — sin(2z))(cos(2z) + sin(2z))

Conclusion :
D’ou : ¢'(x) = 2(cos(2x) — sin(2x))(cos(2x) + sin(2zx))

IT) Cercle trigonométrique

On se place dans le plan muni d’un repére (O, i;j)

Définition :

Le cercle trigonométrique est le cercle C de centre O et de rayon 1;

C={(z,y)2*+y* =1}

Définition :

Soit M(z;y) un point du cercle trigonométrique. On appelle cos(t)

I’abscisse du point M et sin(¢) ’ordonnée du point M. Ainsi :

M (cos(t); sin(t))

Propriété :
Si ¢t dans R, alors :

— (cos(t))? + (sin(t))* = 1

— cos(t + 2) = cos(t) et sin(t + 27) = sin(t)

— cos(t) = cos(—t) et sin(—t) = —sin(t)

— cos(t+m/2) = —sin(t) et cos(t — /2) = sin(t)
— sin(t + 7/2) = cos(t) et sin(t — w/2) = — cos(t)
— cos(m +t) = —cos(t) et cos(m —t) = — cos(t)

— sin(m +t) = —sin(¢) et sin(m — t) = sin(t)




IIT) Exercices

Ezxercice 1 (5 points) : Résoudre les équations et inéquations sui-
vantes sur l’intervalle I considéré :

(1). sin(2z + 7/4) = /3/2, I =] — 7; 7).
(2). cos(3z) =1/2, [ =R

(3). sin(2z) = 1, I =] — m; 7]

(4). cos(dx —m/3) < 1/2, I = [0; 27|
(5). sin(2z + 7/6) > v/2/2 sur [0; 7|

Ezxercice 2 (4 points) :

Soit f la fonction définie sur R par :

f(x) = 2(cos(x))? + cos(z) — 1.
1) Factoriser f(x) en un produit de deux termes.
2) Résoudre l'équation f(x) =0
3) Etudier le signe de f(z)
4) Résoudre I'inéquation : f(x) > 0 sur [0; 2x].

Ezxercice 3 (11 points) :
Soit f la fonction définie sur | — 37 /2;7/2[ par :

flz) = snGe)teosr)

T—sin(x)
1) Calculer f'(z) pour x dans | — 37/2;7/2].
2) Etablir les variations de f sur | — 37 /2;7/2].
3) Déterminer le minimum de f sur | — 37/2;7/2[.
4) Résoudre I'équation f(z) =0
5) Résoudre l'inéquation f(z) >0
Soit ¢ la fonction définie sur | — 7 /2;7/2[ par :

sin(z)

g(:c) = cos(x)




6) Démontrer que g est m-périodique et impaire.
7) Démontrer que : ¢'(z) = 1 + (g(x))?

N.B : La fonction g est la fonction tan mais n’est pas au pro-
gramme du lycée !

IV) Corrections
(1)

sin(2z + 7/4) = V3/2
< sin(2z + w/4) = sin(7/3)
e2r+n/i=n/3ou2zx+7/4d=m—m/3 (car sin(r — t) = sin(t))
s2r+n/i=n/3our+7/4=2m/3
& 2z =7/12 ou 2z = b /12
Sz =7/24 oux =5n/24

Conclusion :
Sy = {rn/24;57/24}
(2).

cos(3x) =1/2
< cos(3x) = cos(m/3)
< 3z =7/3 + 2kw ou 3z = —7/3 + 2kn (avec k dans Z) (car cos(z) = cos(—x))
S e=7n/9+2kn/3 oux=—7/9+ 2kn/3 (avec k dans Z)

Conclusion :
So ={—7/9+2kn/3,k € Z;7 /9 + 2kn /3, k € Z}
(3).
sin(2z) =1
< sin(2z) = sin(7/2)
&2 =7/2
Sr=mr/4
Conclusion :
Sz = {m/4}




e02n[e0<a <2
< 0<4r < 87
< —n/3<4x—7/3 <231/3

On pose ainsi X = 4z — w/3. Alors X € [—7/3;237/3]

cos(X) < 1/2 < (cos(X) < cos(m/3) et cos(X) < cos(5m/3))

u (cos(X) < cos(7m/3) et cos(X) < cos(11m/3))
ou (cos(X) < cos(137/3) et cos(X) < cos(177/3))
ou (cos(X) < cos(197/3) et cos(X) < cos(237/3))

o

Pour déterminer tous ces angles particuliers, il faut voir sur le
cercle trigonométrique!

cos(X) <1/2< (X >n/3 et X < 57/3)
u (X >7r/3 et X < 11w/3)
u (X > 137/3 et X < 177/3)
u (X > 197/3 et X < 237/3)

Ces inégalités sont déduites a partir des variations du cosinus!

cos(X)<1/2< (4o —7/3>7/3 et 4z — /3 < 57/3) (1)
ou (4x—77/3>77r/3 et 4z — /3 < 117/3) (2)
u (4 — /3 > 13w/3 et 4o — /3 < 177w/3) (3)

u (42 — /3 > 197/3 et 4z — 1/3 < 237/3) (4)

& (4x > 27/3 et 4o < 27) (5)
(430 > 87/3 et 4o < 4m) (6)

u (dz > 147/3 et 4o < 6m) (7)

u (4z > 207/3 et 4o < 8m) (8)
(x>7r/6 et z < 7/2) (9)
(x>27r/3 et © <) (10)

u (z > /6 et x < 31/2) (11)

u (x> 5m/3 et & < 27) (12)
(13)



Conclusion :
Aprés un calcul laborieux :

Sy =|n/6; w/2[U]27 /3; w[U] 77 /6; 3w /2[U]57 /3; 27|

(5)-

zeln[e0<z<m
S 0<2x <27
& 0<22+7/6 < 117/6

On pose désormais : X =2z + 7/6

sin(X) > v/2/2 < (sin(X) > sin(r/4) et sin(X) > sin(37/4))
S X >n/det X <3n/4
S2x+7/6>7m/det 20+ 7/6 < 3m/4
Sx>7/24 et x < Tr/24
& x €] /24; Tr /24|

Attention a la deuxiéme ligne! La fonction sin est strictement dé-
croissante sur [7/2;37/2])

Conclusion :
Ss =|m/24; 7w /24|

Ezercice 2 :

On a: f(x) = 2(cos(x))? + cos(z) — 1.

1) On pose : X = cos(z) = on a donc f(X)=2X2+X —1

On remarque que nous avons un trinéme du second degré.
A=1-4-2-(-1)=9>0

A > 0, donc deux racines distinctes :

—1 —1—
LA N Sl L
2.2 22

=-1

X, =
1
2

Ainsi: 2X? 4+ X —1=2(X +1)(X —1/2)



Conclusion :
Comme X = cos(x), on en déduit : f(z) = 2(cos(z) 4+ 1)(cos(x) — 1/2)

2)On a:
f(z)=0

< 2(cos(z) + 1)(cos(x) —1/2) =0

< cos(z)+1=0o0u cos(z) —1/2=0

< cos(z) = —1 ou cos(z) =1/2

& cos(z) = cos(m) ou cos(z) = cos(m/3)

Sr=n+2krouz=m/3+2krouzr=-m/3+2knm
Conclusion :

S={-n/3+2km k€Z;n/3+2km keZ;nm+2km kecZ}

3)Ona f(X)=2X2+X—1
f(X) est du signe de a = 2 > 0 a ’extérieur des racines. Ainsi :

f(X)>0
< X €] — 00y —1[U]1/2; 400
< X €] —oo; —1[U]1/2; 1] U [1; +00]
Or en réalité, —1 < X < 1 puisque X = cos(z))
On en déduit :
f(X)<0e X e]—-1;1/2

Conclusion :
On a donc :

f(z) <0& —1 < cos(x) < 1/2
< x €]r/3 + 2km;m + 2kw[Ur + 2km; 5w /3 + 2kw|
<z €]n/3 + 2km; w(2k + 1) (U7 (2k + 1); 57/3 + 2kn|
f(z) >0&1/2 < cos(z) <1
& x €] —7/3+ 2km; /3 + 2kn]

4) Sur [0; 27 :

f(z) =20 f(z) >0o0u f(z) =0

Sur [0; 27 :
f(x) >0& xe|0;n/3[U5m/3;2n[ et f(z)=0< x € {n/3;m;57/3}



Conclusion :
Ainsi, on en déduit : f(z) > 0< x € [0;7/3]U{n} U [57/3;2n]

Alors, tu as eu combien? Si tu es toujours aussi chaud, je te
conseille d’aller voir les autres cours disponibles dans la rubrique
"Mathématiques" afin de cartonner pour le bac!



