Intégration

Avant de commencer, je vous conseille fortement de faire sérieusement les exemples
proposés qui sont formateurs et vous préparent pour le bac ! Si vous savez faire les
exemples, vous étes plus que prét pour le bac ! Regarder la solution APRES avoir
cherché !

1 Intégration et calcul intégral

Définition 1 :

Soit f une fonction continue et positive sur [a;b] et on note (Cy) sa courbe représentative dans

un repére orthonormé. On définit alors I'intégrale de f, notée f; f(z)dx comme étant P’aire
entre (Cf), Paxe des abscisses et les droites d’équations x = a et x = b, exprimée en unité d’aire.

Théorémes :

e Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b]. La fonction F' définie par
F(z) = [V f(t)dt est dérivable sur [a;b] et a pour dérivée f.

e Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur cet intervalle.

Définition 2 :

e Soit f une fonction continue et positive sur [a;b]. En notant F' une primitive de f sur
[a;b], on a : f(f f(z)dz = [F(2)]% = F(b) — F(a)

a

e Dés lors, on définit ’intégrale de a et b le nombre réel définie par : ff f(z)dz = [F(z))% =

F(b) — Fla). ’

Propriété 1 :

Soit A et p deux réels. On considére deux fonctions f et g continues sur [a;b]. Alors :
b b
o ! uf(e)de = pu [ f(2)da
b b b
o [,(f(z)+g(z))dz = [, f(z)dz + [, g(z)dx

o [J(M (@) +pg(a))de =\ [} f(z)dz + p [ g(x)de.

Propriété 2 (Relation de Chasles) :

Soient a, b, ¢ des réels. Alors :

° fac flx)dx = ff f(z)dx + fbc f(x)dx.




Propriété 3 :

Soit a, b dans R.
e Pour tout z de [a;b] : f(x) > g(z) = f: f(x)dz > f: g(z)dx.

e Pour tout z de [a;8] : f(z) > 0= f; f(x)dz > 0.

Exemple :

Calculer ff (2% + 52 — 1)dx

Solution :
2 2 2 2
/(x3+5x—l)da:=/ a:gdac—l—/ 5xdm+/ (=1)dx (1)
1 1 1 1
2 2 2
:/ m3dx—|—5/ xdm—/ dz (2)
1 1 1
_ |14 ’ L o ? 2
=[]+ [5], - @
Liga 14y, 992 12
:1(2 —1)+§(2 -1%)-(2-1) (4)
16 1 )
15 5
24921
4+9 5 (6)
41
=7 (7)

Donc : f12(I3 +5x — 1)dx = %

Propriété 4 (Intégration par parties) :

Soit u et v deux fonctions dérivables sur [a;b] avec u’ et v’ leurs dérivées étant continues sur

[a;b]. On a :
S @)o(@)de = [u(@)o(@)] = [} u(@) (z)de

Exemple :
Calculer : [ zIn(z)dx
Solution :

On pose : v'(z) =z = u(z) = 322 et v(z) = In(z) = v/(z) = 2



/e zIn(x)dx = lzz ln(z)_
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= %eQ In(e) — %12 In(1) — 3(62 -1?) (12)
= 3@ 1@ ) (13)
= 2(262 — 2+ 1) (14)
- i(e2 +1) (15)

Conclusion : [ zIn(z)dz = f(e? + 1)

Propriété 5 :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. On appelle valeur moyenne de f sur [a;d] le
nombre réel u tel que :

p= 5t [P f(x)dz

Propriété 6 :

e Soient f et g deux fonctions continues sur [a; b, et on note respectivement (Cf) et (Cy) leurs
courbes représentatives dans un repére orthonormé. On définit alors I’aire, exprimée en unité
d’aire, du domaine délimité par les courbes (Cy) et (Cy) et les droites d’équations x = a et

x = b comme étant égale a : f: |f(z) — g(z)|dx

e L’aire du domaine délimité par la courbe (C}y), 'axe des abscisses et les droites d’équation
r=aetx=>est égale a : ff |f(z)|dx

2 Exercices

Exercice 1 (10 points) :

Calculer les intégrales suivantes :
o I = [[(La® — x4 3)dx

3
[ I2:f1 ﬁdl‘

_ € xz+1
I3 - f2 z+2dx

I4 = f2e #dl'

e xln(x)

I5 = f23 e\;;d‘f

Is = f:;rs/g sin(z) cos(z)dx



o I, = 21n(2) 27— et =1 g

3
IS:fzﬁ

In(2) e?+1

dzx

e*—e "
fln (2) eT-‘re_T dx

o [ip= fw/4 sin(@) g,

7/6 cos(z)

Exercice 2 (4 points) :

A Vaide d’intégration(s) par parties, calculer :

o Iy = [“In(z")dz, avec n € N*.

I, = fli(Z) ze®dx

o I3 = f cos(x)e®dx

Calculer la valeur moyenne de f sur [e; 7] par : f(x) = cos(x)e®

Exercice 3 (6 points) :

Soit la suite d’intégrales (I,,) définie par : I, =
1.
2.

1 .\
%dw, n e N.

Démontrer que pour tout z de [0;1] : 0 < e®(1 —z)" <e
En déduire que (I,,) converge vers 0.

En effectuant une intégration par parties, démontrer que : pour tout n de N : [, = ﬁ + Int1

. Calculer Iy et I.

n 1

. Démontrer par récurrence sur n € N* que : I, = Ip — (1 + % + ...+ %) S In=1o— ) p—1 7

. En déduire que : lim,, 400 > p_, % +1=c¢

IIT) Corrections

Exercice 1 :

1.

I = f12 (22% — 2 +3) dz

1 /2 2 2
:f/ ZCZdZC—/ xdm+/ 3dx
31 1 1
i[5, - [, o
=—|=2°| —|zz°| +[3z]
313 1 2 1 1
L s 3 L o 2

7 3
9 277
4
18

Ainsi : I} = %5




f1 -|-1)2

Donc I, = -

3. I3 = fz ﬁi;dx

Donc I3 = (e —2) +In 2

e+2

4. I4:fe xlnw dx

2e
= / /z dx (propriété sur les fractions)
e In(z)

1
% (In(x))’
-/ S
[In(In(z))]
In(In(2e)) — In(In(e))
= In(In(2) + In(e)) — In(1)
In(1 + In(2))

2e
e

n

n

Ainsi : Iy = In(1 + In(2))




VT
9. 1532 jj <Z§d$

= —eV¥dr

/2 VT

:2/ eV®dr
9 2\/x

3
= 2/ (V) eV¥dx (apparaitre u'e®)
2

Don I5 = 2(eV3 — ¢V?2)

6. Ig = f:73/3 sin(z) cos(z)dx

27/3
sin(z)(sin(z))'dz (car sin’(x) = cos(z))

I
—

/3
27/3
~ |5ein)r]

1
2

| —

/3
((sin(2n/3))? ~ (sin(x/3))?)
= S((V3/27 — (v3/2)")

—0

N | =

D’ou ]6 =0

_ 2In(2) 2oy
T L= ) el

identité remarquable)

n(2) e+ 1
21n(2)
= / (e — 1)dx
In(2)
21n(2) 21n(2)
= e’dx —/ dx
In(2) In(2)
— [ea;]an(Z) _ [ ]211}(2)

In(2) In(2)
=2 _ ) _ (21n(2) —In(2))
=(4-2)—1n(2)

=2—1n(2)

Ainsi, I7 =2 —1n(2)




=), /A=

/3 2x
= —dx
2 2v/1 + 2

3 2y/
:/2 de (apparaitre u’/(2v/u))

2V1+ a?
- VI
=V1+32 /1422
=V10- 5
=V5(v2-1)

D’ou Ig = \/g(\/i— 1)

= Jin) 55
e @ | Y
= /1n(2) %dx (apparaitre u’/u)
= [In(e” + e ")|fy2)
— In(ef + e=¢) — In(eln® 4 ¢~ ()
=1In(e®+e¢) —In(2+1/2) (car —In(2)
=In(e® +e7°%) —1n(5/2)

(2

— In(1/2))

5

Dot Iy = In (M)

10. Ty = [T/ sin@) g

7/6 cos(x)
B /4 _sin()
i
/ — sm(m
(50)
/ﬂ/4 os(z)) ~———2 dx (apparaitre u’ /u)
/6 (CL’

—
—[In(cos(z ))]7‘!‘/6 (car cos(z) > 0 sur [7/6;7/4])
—(In(cos(w/4)) — In(cos(7/6)))

—(In(v2/2) ~ In(v/3/2))

=1In(1/3/2)

—_

| cos(z )|)]7T/4 (ATTENTION : dans le In, il faut une quantité > 0 !)

Dot 1o = In(+/3/2)




Exercice 2 :
1. I = [ In(z")dz

n-e
/ nln(z)dz
n/ In(z)dzx
= n/ 1-1ln(z)dz

On effectue une I.P.P (Intégration Par Parties) :

On pose : v/(z) =1=u(z) =z et v(z) =Iln(x) = v'(z) =1/z

=n(n-eln(n-e) —eln(e)) —n(n-e—e)
=n(n-e(ln(n) +1n(e)) —e+e—n-e)
=n(n-e(ln(n) +1-1))

=n-nln(n)-e

= (n?)In(n)-e

Dot I; = (n?)In(n) - e, n € N*

2 T
2. I, = fln(z)x~e dz
(LP.P) :
On pose : v/(z) = e = u(x) =e® et v(z) =z =v'(z) =1

2

B~ [ (1e)ds

In(2)
, 2
= [z ") */ etdx
In(2)
=[z- ex]IZn(Q) - [ex]IQn(Z)

=2.¢2 —In(2) - e"® — (&2 — @)
=2.¢2-2In(2) +2—¢?
=e?—2In(2) +2

Doit Iy = €2 — 2In(2) + 2

3. Iy = [T (cos(z)e”)dx
(Double 1.P.P)
Intégration Par Parties numéro 1 :

On pose : v/(z) = e* = u(z) = €® et v(x) = cos(x) = v'(z) = — sin(x)



Soit J = [T (sin(z) - €”)dx
(LP.P) :

Intégration Par Parties numéro 2 :

On pose u/(z) = e* = u(z) = €® et v(x) = sin(z) = v/'(z) = cos(z)

Ainsi, on a : I3 = [cos(x)e®]T + J

Or: J=[sin(z)-e*]T — I3

Donc :
I3 = [cos(x)e”]] + [sin(z) - €*]T — I3
= 2. I3 = [cos(x)e”] + [sin(z) - €”]7
= 2. I3 = (cos(r) - €™ — cos(e) - €°) + (sin(m) - €™ — sin(e) - €°)
= 2. I3 =—e" —cos(e) - e —sin(e) - e°
= 2. I3 = —e(cos(e) +sin(e)) — "
1 1
= I3= —Eee(cos(e) + sin(e)) — ie“
Dot I3 = —1e®(cos(e) +sin(e)) — Le™

Exercice 3 :

1. Pour tout x de [0;1] : 0<1—2<1,donc0<(1—x2)" <1.

Or, pour tout z de [0;1] : 1 <e” <e

Donc, pour tout z de [0;1] : 0 <e"(1 —z)" <e

2. Ona:OS(eI)-(l—x)”Se,doncOSWS%

donc fol Odz < fol W#dl‘ = fol adx

doncOSInS%-foldx

n:

don(:Oglngn£

€

= =0, donc par théoréme des gendarmes : lim, , o I, =0

Or, limy, 4 oo



D’ou (I,,) converge vers 0.

3. 0= fy i de = - [ (e) - (1 - @)"da

1
n! n!

(IP.P) :

On pose : v/(z) = (1 —2)") = u(z) =

n+1

n+1

(1 —z)n+t

(1 _ x)n—i—l

n+1

.ez

.ez

_ (1_x)n+1

etv(z) =e* = (z) =€”

1

1 n+1
(1_'7;) + x
_())+/0 (n+1)! e

1
1— n+1
_/ _%.erdl«
1o 0 n+1
I +1./1(1—$)”+1.
1o nl Jo n+1

{

([
_1.<:<1—x>”+1$

[

(

e“dx

Tl o+l e
1 (1—zmtt 7!
= (e ) L
n! i n+1 1o
R VR LA
n! n+1 n+1 ntl
1 1
= — . In
n! n+1+ +
1
= I
S
D’Oﬂ:]n:m+ln+1
4.
1 =z 0
e (1—ux)
1
:/ e“dx
0
= [e"]p
=e—1

Dou: Ip=e—1

Effectuons une Intégration Par Parties :

On pose v/(z) =e* = u(z) =e* et v(z) =1—z=v'(z) = -1

10




L= [(e) (1 - )]} - / —(e*)dz

1
— () (-2} + / (e%)dz
N

= () (=1 = () (1-0) +el =1
=e—2

Dou: I =e—2

5. Nous allons procéder & un raisonnement par récurrence sur n de N*.
Soit P(n) la propriété : I, =Io— > 7 |

Initialisation : pour n =1 :

I =e—2et 10—211621%210—126—1—126—2, d’ott P(1) vraie.
Hérédité : A n dans N* fixé, supposons P(n) vraie ; démontrons alors P(n + 1) :
Par hypothése de récurrence : I,, = Ip — Y ;_, %
Or, In = gyt + In1 = It = In — Gy

Donc :

n

1 1
b =h=2 5~ G

k=1
"1 1
= Iny1 =1 — <Z+>
] !
= k! (n+ 1!
n+1 1
= I =1Io— Z il
k=1 """

d’ou I’hérédité.

Conclusion : I, = Iy — ZZ=1 %, pour n dans N*

6.Ona: L,=I—>,  5=>Yriu=lo—-L=Y 14=€-1)-1I,

Or, limy,— o0 Iy = 0, done lim, 400 (35 ) = (e —1)

Donc e = lim,,_, 1 (ZZ:l %) +1

Alors, tu as eu combien 7 Si tu es toujours aussi chaud, je te conseille d’aller voir les
autres cours disponibles dans la rubrique "Mathématiques"” afin de cartonner pour le

bac !
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