Lois des grands nombres

Définition :
Soit 2 un univers fini. Une variable aléatoire réelle X est une fonc-
tion de Q vers R.

Définition :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles associées & une méme
expérience aléatoire sur un univers fini 2. On définit la variable aléatoire
somme pX + Y définie sur Q par :

(X +Y)(w) = (1X) (@) + V(@) = p- X () + Y(@), avecw €2 (1)

Définition :

On définit ’espérance mathématique d’une variable aléatoire
X prenant n valeurs zi,...,x, ayant respectivement pour probabilité
P1,---, Pn le nombre réel :

E(X)=p1 21+ .4 Pp o= p-Tp (2)
k=1

Définition :
On définit la variance d’une variable aléatoire X prenant n valeurs
1, ..., Ty ayant respectivement pour probabilité py, ..., p, le nombre réel :

n

V(X) =p1- (@1 = B(X))* + 4 pp - (2 = B(X))? =) _pre- (a5 — B(X))?

k=1
3)

Remarque :
La variance est toujours positive !

Définition :

On définit I’écart-type d’une variable aléatoire X prenant n va-
leurs x4, ..., z,, ayant respectivement pour probabilité pq, ..., p, le nombre
réel :

o(X) = VV(X) (4)




Formule :
(Koenig-Huygens) : Soit X une variable aléatoire. On a :

V(X) = B(X?) - (B(X))? (5)

Propriété :
L’espérance mathématique est linéaire. Autrement dit :

E(uX +Y) = - B(X) + B(Y) (6)

Propriété :
La variance n’est PAS linéaire. On a :

VIX+Y)=V(X)+V(Y) & X et Y sont deux variables aléatoires ind¢
(7)
V(uX) = 12 V(X) ®)

tpendantes

Propriété :

Si X, ..., X, sont des variables aléatoires indépendantes suivant
toutes une méme loi de Bernoulli de parametre p, alors
X = X7 +...+ X, suit une loi binomiale de parameétres n et p.

Réciproquement, si X suit une loi binomiale de parameétres n et p
et que X = X1 +...+ X, avec X1, ..., X,, indépendantes, alors X1, ..., X,
sont toutes des variables aléatoires qui suivent la loi de Bernoulli
de parametre p.

Définition :

Une liste (Xy;...;X,,) de variables aléatoires indépendantes qui
suivent toutes la méme loi est un échantillon de taille n associée a
cette loi.




Propriété :
Soit un échantillon de taille n (Xi;...;X,) d’une variable aléatoire
X. On pose la variable aléatoire somme S, :

n 1 n
S, = ZXk et M, la variable aléatoire moyenne : M,, = — ZX L
k=1 n

st
(9)
On a

B(Sn) = E(X1 + .. + X)) = - B(X) (10)
E(M,)=E ((X1 +.. +Xn)) = B(X) (11)
V(Sn) = V(X1 + .+ Xp) =0 V(X) (12)
V(M) =V (i(Xl bt Xn)> - V(nX) (13)
o(Sn) =0(X1+ ...+ X,) =vn-o(X) (14)
o(M,) = o (1()(1 Fo Xn)) = U\(/);i) (15)

Inégalité :

(Bienaymé-Tchebychev) :
Soit X une variable aléatoire d’espérance E(X) et de variance V(X).
Pour tout réel § > 0 :

V(X)

P(X — E(X)| > 6) < — (16)
Remarque :
Cette inégalité permet de majorer une probabilité!
Inégalité :
(Concentration) :
Soit (X7;...;X,) un échantillon de n variables aléatoires. Soit M,, =
L3 h_1 X la variable aléatoire moyenne de cet échantillon.
Pour tout réel § > 0 :
V(M, V(X
P(M, ~ B(M)| 2 8) < YO o p(a, - Bx)| 2 0) < YO m)




Théoreme :

Loi faible des grands nombres :

Soit (X7;...;X,,) un échantillon de n variables aléatoires. Soit M, =
% > r_q X la variable aléatoire moyenne de cet échantillon.

Pour tout réel § > 0 :

lim P(|M, — E(X)|>6)=0 (18)

n—-+oo

Inégalité :

(Markov) (Hors-Programme) :

Soit X une variable aléatoire a valeurs positives d’espérance E(X). Pour
tout réel § > 0 :

BE(X)

P(X 20) < —5

(19)

Je ne mettrai pas d’exercices concernant ce chapitre! Je vous
conseille d’aller voir l’exercice 2 du sujet tombé en Métropole le jour
1 en 202/ qui est trés intéressant ! Cependant, les exercices proposés
ci-dessous sont des démonstrations pour mieux comprendre les for-
mules énoncées dans ce chapitre! (je vous conseille de chercher a
comprendre les démos)

Exercice 1 (10 points) : Autour des variables aléatoires

Soient X et Y deux variables aléatoires sur un méme univers fini. On considere
X et Y prenant n valeurs x1;...;Tn, Y1;...; Yn de probabilité pi;...; pn.

1. Démontrer en utilisant la définition 3 que : E(X +Y) = E(X)+ E(Y)

2. Démontrer en utilisant la définition 4 que : V(aX) = a?V(X)

3. Démontrer en utilisant la définition 4 la formule de Koenig-Huygens :
V(X) = E(X?) - (E(X))* (2 pts)

Soit un échantillon de taille n (X7;...; X,,) d’une variable aléatoire X.

Soit S, =Y 1, Xk

4. Démontrer que : E(S,) =n- E(X)

5. Démontrer que : V(S,) =n-V(X)

6. En déduire que : 0(S,,) = v/n-o(X)

On pose : M, = ‘%"

7. Démontrer que : E(M,) = E(X)

8. Démontrer que : V(M,) =

9. En déduire que : o(M,,) = 7(X)




Exercice 2 (8 points) : Autour des inégalités ...

Dans cet exercice, on admettra l’inégalité de Markov.

Soit X une variable aléatoire positive d’espérance F(X). X prend n valeurs
T1;...; T, de probabilité respective p1;...;pn

1. Justifier que | X — E(X)| > & (X — E(X))? > §°.

2. En déduire que P(|X — E(X)| > §) = P((X — E(X))* > %)

On pose Y = (X — E(X))?2

3. En utilisant ’inégalité de Markov, démontrer ainsi que :

Py >4%) < EX)

4. Démontrer en utilisant les deux questions précédentes que :

P(IX - B(X)| 2 §) < BOZE00
5. Démontrer en utilisant la linéarité de I’espérance que : E((X—E(X))?) =
E(X?) - (E(X))?
6. En utilisant la formule de Koenig-Huygens, conclure.

Soit X7;...; X,, un échantillon de n variables aléatoires indépendantes. On
pose M, la variable aléatoire moyenne de cet échantillon.

7. En utilisant 1’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, démontrer que :

V(X
P(IM, — BE(X)| > §) < Y5

8. Démontrer la loi faible des grands nombres en utilisant le théoréme des
gendarmes et la question précédente.

Correction :

Exercice 1 :

1) Par définition : E(X) =Y ;_, pk - Tk

Donc :
E(X+Y)=Zpk'($k+yk) (20)
k=1
SEX+Y)=> pr-ak+Dpr-yn (21)
k=1

Par linéarité de la somme :

E(X+Y)=> pr-xc+ Y P (22)
k=1 k=1
o E(X+Y) = E(X) + E(Y) (23)



Dot : E(X +Y) = E(X) + E(Y)

N.B : si vous n’étes pas a l’aise avec la notation sigma, écrivez
avec les points de suspension !

2) Par définition : V/(X) = > "1_, pr - (zx — E(X))?

Donc :

V(aX) = ipk (azy — E(aX))? (24)
k=1

n

& ViaX) = Zpk -(axy — a- E(X))? (par linéarité de I’espérance)

k=1
(25)
< V(X)) = Zpk (a- (rp — E(X)))? (factoriser par a) (26)
k=1
S V@X) =S pe- (@ (o~ BOXO)P) (27)
k=1

& V(aX) = a? Zpk (2 — E(X))? (car a® ne dépend pas de la variable muette k)

k=1
(28)

& V(aX) = a*V(X) (29)

Dot : V(aX) = a?V(X)

3) Démonstration trés formatrice et un peu dure! Allons-y :




Par définition :

V(X)=> pr(zr— B(X)) (30)
k=1

< V(X)= Zpk ((x)? =22 - BE(X) + (BE(X))?) (identité remarquable)
k=1
(31)

s V(X)= Zpk (2k)? =2 pr - wk - E(X) + pr - (E(X))? (distribuer)

k=1
(32)
< V(X)= Zpk (z1)? — 2B(X) - Zpk zr + (B(X))?) Zpk (lindarité de la somme)
k=1 k=1 k=1 33)
& V(X) = B(X?) - 2B(X) - B(X) + (B(X))*) - 1 (34)
® V(X) = BE(X?) - 2(B(X))* + (B(X))? (35)
& V(X) = B(X?) - (B(X))? (36)
V(X) = B(X?) - (B(X))?
4) On a:
B(S)) = F (Z Xk> @)
k=1
< E(S,) = Z E(X})(car espérance est linéaire) (38)
k=1
< E(Sp)=n-E(X) (39)
Donc : E(S,) =n-E(X)
5)
V(S,) =V <zn: Xk> (40)
k=1
< V(S,) = i V(Xk) (attention, ici Xy;...; X, sont indépendantes, donc la linéarité marche!)
- (41)
S V(S,) =n-V(X) (42)



Ainsi : V(S,) =n-V(X)

6) Par définition :

o(Sy) =V (Sn) (43)
< o(S,) =+v/n-V(X) (44)
& 0(Sp) = Vn VV(X) (45)
& 0(Sp) = Vn-o(X) (46)
Dot : o(S,) =+/n-o(X)
7)
s, = £ (%) (a7)
& B(M,) =~ - B(S,) (48)
& B(M,) = % ‘n- B(X) (49)
& B(M,) = E(X) (50)
Conclusion : EF(M,,) = E(X)
8)
V(M,) =V (i”) (51)
< V(M) = <Tll) -V (S,) (attention au carré, la variance est vicieuse!)
(52)
2
o V(M,) = (;) - V(X) (53)
s vy = X 69




& o) = VX (56)
s o(M,) = ‘\//%)Q (57)
& o(M,) = 0%) (58)

Enfin : o(M,) = 22

Exercice 2 :

1) Soit ¢ > 0. Puisque |X — E(X)| > § > 0 et que la fonction carrée est
strictement croissante sur ]0; +o0o[, alors il découle que :

(IX — ECOP) > 62 & (X — B(X))? > o2

2) On en déduit aisément d’apres la question précédente. D’ou :

P(IX — B(X)| > 8) = P((X - E(X))* > 6

3) Soit Y = (X — E(X))?. Alors, d’apreés I’inégalité de Markov (car YV
est une v.a positive..) :

P(Y >§%) < % (application de la formule)

4) Ona:
P(Y >6%) < Eg) (59)

o P(X — B0 2 07 < LD )

& P(X - B(x)| > ) < LEZEE)) (61)

Dou: P(|X —E(X)| >4) < E((X—[si]f()())z)




5)
E(X - E(X))?) = B(X? - 2X - E(X) + (E(X))?) (identité remarquable)

(62)
= FB(X?) -2 -E(X) E(X)+ (E(X))? (linéarité de 'espérance)
(63)
= B(X?) - 2(B(X))* + (B(X))? (64)
= E(X?) - (B(X))? (65)
Donc : E((X — E(X))?) = E(X?) — (B(X))?
6) On a vu que, d’aprés la formule de Koenig-Huygens :
E(X?) — (E(X))* = V(X)
Dot E((X — E(X))?) = V(X). Ainsi :
P(IX — B(X)| 2 9) < 7"
7)Ona:M,=+1%7" X,
On sait que : E(M,,) = E(X) et V(M,,) = @ (on a déja démontré)
Donc, d’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
V(M,
P(IM, — B(My)| = 6) < L5 (66)
V(X)
P(|M, —E(X)|>9) <
& P(M, - BX)| 20 <) (67
Puisque E(M,) = E(X) et V(M,) = X
8) On sait qu'une probabilité est supérieure ou égale & 0. Donc :
P(|M,, — E(M,)| > ) > 0.
Par ailleurs, d’apres la question précédente : P(|M,, — E(X)| > §) < Yf,g)

Ainsi : 0 < P(|M,, — E(X)| > §) < Y&X)

n-62

On a: lim, 1o n - 382 = 400 (62 étant une constante > 0)

Donc : limy,— 4 oo % =0 (V(X) étant un nombre constant)

D’apres le théoréme des gendarmes : lim,, . P(|M,,—E(X)| > ) = 0.

limy— 400 P(|M,, — E(X)| >6) =0

Alors, tu as eu combien? Si tu es toujours aussi chaud, je te
conseille d’aller voir les autres cours disponibles dans la rubrique
” Mathématiques” afin de cartonner pour le bac!
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